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Change of variabile in ordinary differential equations
Given
y′x = f(x, y(x)) (E)
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Change of variabile in ordinary differential equations
Given
y′x = f(x, y(x)) (E)
Consider the map (x, y) 7→ (ξ, η) where ξ = ξ(x, y) and η = η(x, y)
are C1 and
det
ξx(x, y) ξy(x, y)
ηx(x, y) ηy(x, y)
 6= 0
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Change of variabile in ordinary differential equations
Given
y′x = f(x, y(x)) (E)
Consider the map (x, y) 7→ (ξ, η) where ξ = ξ(x, y) and η = η(x, y)
are C1 and
det
ξx(x, y) ξy(x, y)
ηx(x, y) ηy(x, y)
 6= 0
Thus (E) is changed to
Dxη(x, y)
Dxξ(x, y)
= η′ξ =
ηx + ηy y
′
ξx + ξy y′
=
ηx + f(x, y)ηy
ξx + f(x, y)ξy
(T)
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the last expression in (T) contains (x, y) to complete the coordinate
change we have to revert the map solving the systemξ(x, y) = ξη(x, y) = η =⇒
x = xˆ(ξ, η)y = yˆ(ξ, η)
and substituting in (T) the founded expressions for x and y
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Example
Consider the Riccati equation
y′x = xy
2 − 2y
x
− 1
x3
(R)
with the change of variables (ξ, η) = (x2y, lnx) we find
η′ξ =
1
x
+
(
xy2 − 2y
x
− 1
x3
)
× 0
2xy +
(
xy2 − 2y
x
− 1
x3
)
x2
=
1
x
x3y2 − 1x
=
1
x4y2 − 1 (C)
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solve with respect to (x, y)ξ = x2yη = lnx =⇒
x = eηy = ξe−2η
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solve with respect to (x, y)ξ = x2yη = lnx =⇒
x = eηy = ξe−2η
and then substitute in (C)
η′ξ =
1
x4y2 − 1 =
1
e4ηξ2e−4η − 1 =
1
ξ2 − 1 =
1
2
(
1
ξ − 1 −
1
ξ + 1
)
(C1)
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solve with respect to (x, y)ξ = x2yη = lnx =⇒
x = eηy = ξe−2η
and then substitute in (C)
η′ξ =
1
x4y2 − 1 =
1
e4ηξ2e−4η − 1 =
1
ξ2 − 1 =
1
2
(
1
ξ − 1 −
1
ξ + 1
)
(C1)
Thus if ln c is an integration constant integrating (C1)
η = ln c+
1
2
ln
ξ + 1
ξ − 1
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eventually going back to the original variables
lnx = ln c+
1
2
ln
x2y + 1
x2y − 1 = ln
(
c
√
x2y + 1
x2y − 1
)
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eventually going back to the original variables
lnx = ln c+
1
2
ln
x2y + 1
x2y − 1 = ln
(
c
√
x2y + 1
x2y − 1
)
therefore
x = c
√
x2y + 1
x2y − 1 =⇒ y =
c2 + x2
x2(c2 − x2)
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Prove that the differential equation
y′x =
y3 + x2y − y − x
xy2 + x3 + y − x
is transformed by the change of variables (x, y) 7→ (ξ, η) where ξ(x, y) =
arctan
y
x
and η(x, y) =
√
x2 + y2 in
η′ξ = η(1− η2)
Then use this fact to integrate the original differential equation.
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Prove that the differential equation
y′x =
y − 4xy2 − 16x3
y3 + 4x2y + x
is transformed by the change of variables (x, y) 7→ (ξ, η) where ξ(x, y) =√
4x2 + y2 and η(x, y) = arctan
y
2x
in
η′ξ = −2ξ
Then use this fact to integrate the original differential equation.
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Connessione con l’equazione di Riccati
Sia
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0
una equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili.
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Connessione con l’equazione di Riccati
Sia
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0
una equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili.
Introduciamo una nuova variabile u = u(x) mediante la relazione
y = exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= e−U(x)
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Connessione con l’equazione di Riccati
Sia
y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0
una equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili.
Introduciamo una nuova variabile u = u(x) mediante la relazione
y = exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= e−U(x)
Pertanto
y′ = −u exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= −ue−U(x)
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derivando una seconda volta
y′′ = −u′ exp
(
−
∫
u(x) dx
)
+ u2 exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= e−U(x)
(
u2 − u′)
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derivando una seconda volta
y′′ = −u′ exp
(
−
∫
u(x) dx
)
+ u2 exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= e−U(x)
(
u2 − u′)
Cos`ı l’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili e` trasformata
nell’equazione del primo ordine, ma non lineare:
e−U(x)(u2 − u′)− P (x)ue−U(x) +Q(x)e−U(x) = 0
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derivando una seconda volta
y′′ = −u′ exp
(
−
∫
u(x) dx
)
+ u2 exp
(
−
∫
u(x) dx
)
= e−U(x)
(
u2 − u′)
Cos`ı l’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti variabili e` trasformata
nell’equazione del primo ordine, ma non lineare:
e−U(x)(u2 − u′)− P (x)ue−U(x) +Q(x)e−U(x) = 0
Possiamo semplificare il fattore esponenziale ottenendo l’equazione per u
u′ = Q(x)− P (x)u+ u2
che e` una equazione di Riccati
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Analogamente se e` invece data l’equazione di Riccati
y′ = a(x) + b(x)y + c(x)y2
con la trasformazione
y = − w
′
c(x)w
11/15 Pi?
22333ML232
Analogamente se e` invece data l’equazione di Riccati
y′ = a(x) + b(x)y + c(x)y2
con la trasformazione
y = − w
′
c(x)w
troviamo
y′ =
wc′(x)w′ − c(x)ww′′ + c(x)w′2
c2(x)w2
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Analogamente se e` invece data l’equazione di Riccati
y′ = a(x) + b(x)y + c(x)y2
con la trasformazione
y = − w
′
c(x)w
troviamo
y′ =
wc′(x)w′ − c(x)ww′′ + c(x)w′2
c2(x)w2
D’altra parte con il cambio di variabili il secondo membro della Ric-
cati diviene
a(x)− b(x)w
′
c(x)w
+
w2
c(x)w2
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Da qui facendo i calcoli algebrici
−a(x)c2w + b(x)c(x)w′ + c′(x)w′ − c(x)w′′
c2w
= 0
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Da qui facendo i calcoli algebrici
−a(x)c2w + b(x)c(x)w′ + c′(x)w′ − c(x)w′′
c2w
= 0
otteniamo l’equazione differenziale lineare del secondo ordine
c(x)w′′ − (b(x)c(x) + c′(x))w′ + a(x)c2(x)w = 0
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σ-algebre di insiemi
se X 6= ∅ una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice σ-algebra se
i) ∅ ∈ A
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se X 6= ∅ una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice σ-algebra se
i) ∅ ∈ A
ii) A ∈ A =⇒ A c ∈ A
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σ-algebre di insiemi
se X 6= ∅ una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice σ-algebra se
i) ∅ ∈ A
ii) A ∈ A =⇒ A c ∈ A
iii) (An)n ⊂ A =⇒
∞⋃
n=1
An ∈ A
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Se X e` una arbitraria collezione di sottoinsiemi di X indicata con H
la famiglia di tutte le σ-algebre in X contenenti X si ha che
σ (X ) =
⋂
B∈H
B
e` una σ-algebra, detta σ-algebra generata da X
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Se X e` la famiglia degli aperti in R la σ-algebra σ (X ) si chiama
σ-algebra di Borel e la denotiamo con B (R)
Un elemento di B (R) e` detto Boreliano
Se I e` la famiglia di tutti gli intervalli [a, b) con a < b si dimostra che
σ (I) = B (R)
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Se X e` la famiglia degli aperti in R la σ-algebra σ (X ) si chiama
σ-algebra di Borel e la denotiamo con B (R)
Un elemento di B (R) e` detto Boreliano
Se I e` la famiglia di tutti gli intervalli [a, b) con a < b si dimostra che
σ (I) = B (R)
Si genera la σ-algebra boreliana anche partendo dalle famiglie
I1 = {(a, b) | a, b ∈ R, a < b} I2 = {(a,+∞) | a ∈ R}
I3 = {(−∞, a) | a ∈ R}
